ANEKS MATEMATYCZNY

Algebra wektorow

Wektor — obiekt posiadajacy trzy cechy: warto$¢, kierunek i zwrot.

Chociaz wektorowi mozna przypisa¢ punkt przylozenia, to punkt przylozenia nie stanowi jego
cechy. W opisie wektora istnieje umowa, ze jego poczatek znajduje si¢ w poczatku uktadu
wspotrzednych. Dlatego jednoznaczny opis wektora ogranicza si¢ do podania wspotrzednych konca
wektora.

W niniejszym podreczniku procesy opisywane sa w przestrzeni trojwymiarowej, w ukladzie
kartezjanskim, czyli w ukladzie trzech wzajemnie prostopadlych osi. Istnieja rézne konwencje
zapisu takich wektorow. Najbardziej lapidarny opis, to trzy zapisane w odpowiedniej kolejnosci
liczby stanowigce rzuty konca wektora na poszczegélne osie. Na przyktad: [1,2,3] to wektor,
ktérego koniec posiada nastepujace wspotrzedne: x=1, y=2, z=3. Jezeli wektor ewoluuje, wowczas
jego sktadowe sa funkcjami czasu: [x(t),y(t),z(t)]. Mozna réwniez stosowaé zapis naturalny, co

oznacza, ze okreslony wektor F(t) moze by¢ przedstawiony jako suma swoich sktadowych:

F(t)=x@) T +y) j+z(t)k (11.1)
W opisie tym litery i-j-k oznaczaja wersory, czyli wektory jednostkowe. Wektor jednostkowy to
iloraz wektora przez jego wartosc.

Iloczyn wektorowy

Wynikiem mnozenia wektorowego jest wektor o kierunku prostopadtym do ptaszczyzny
wyznaczanej przez wymnazane wektory, natomiast zwrot okresla su§ z reguly sruby prawoskretne;j.
Regule prawoskretnej ulegaja tez iloczyny wersorow, np.: i X j =k fxi=—k

Modut wyniku mnozenia wektorowego to iloczyn warto$ci wektoréw i sinusa kata pomigdzy nimi.

Nalezy zauwazyé, ze 1 x1 =0 [x]=0 kxk=0
Przyktad mnozenia wektorowego:

at)=a )1 +a;(t) j+a, @k
b(t) =b(t) I +b;(t) ] +b (D) K

a(t) xb(t) = (a; (1) T +a,(t) | +a, () K)x ()T +b,(t) j+b(t)k) =
= (a,(t) by (t) T xi+a;(t)-b(t) T x]+alt) -b(t) i xk+
+a;(t)-by(t) Jx j+a,(t) a(t) jxk+a,(t)-b(t) kxk=
=a,(t)-a,(t) i +a,(t) b ()] +a(t)-b,(t) k
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lloczyn skalarny

Wynikiem mnozenia skalarnego jest wielko§¢ skalarna stanowiaca iloczyn warto$ci wektorow i
cosinusa kata pomiedzy nimi.

Nalezy zauwazy¢, ze Ixi=1 Jx]J=1 kxk=1, natomiast iloczyny mieszane
Wersorow wynosza zero.

Funkcje zespolone
Zespolone liczby, uporzadkowane pary liczb rzeczywistych (a, b), w zapisie

2=a+ib (11.2)
dla ktorych zdefiniowana jest relacja rownos$ci oraz okreslone sa przemienne i tgczne dzialania

dodawania i mnozenie. Element urojony i ma te wlasnos¢, ze ii=-1, albo 1 = \/—_1
2, =a,+Iib
Z,=a,+ib,
1=2,+2,=(a, +a,)+i(b, +Db,)

2=12,-2,=(a,-a,—b, b)+i(ab, +ba,)
Podczas dzielenia nalezy dzielng i dzielnik pomnozy¢ przez sprz¢zony dzielnik. Liczba sprzgzona
7 liczby zespolonej 2=a+ib to 2 =a —ib

1=212,=2"% -
2, 1,
W geometrii na plaszczyznie liczba zespolona (jako para liczb) jest interpretowana jako wskaz
nalezacy do tzw. plaszczyzny zespolonej. Dhigo$¢ tego wskazu, zwana jest modulem liczby
zespolonej.
Liczby zespolone zapisywane sa w postaci algebraicznej, trygonometrycznej i wyktadnicze;j.
Sktadniki liczby zespolonej moga by¢ funkcjami, np. czasu. Wigcej informacji o dziataniach na
funkcjach zespolonych mozna znalez¢ w rozdziale 2 1 6.
Liczby zespolone wprowadzit w XVI w. R. Bombelli w rozwazaniach nad rozwigzaniem réwnan
algebraicznych trzeciego stopnia. Liczby zespolone (oraz funkcje zespolone, macierze itp.) okazaty
si¢ bardzo uzyteczne do opisu wielu zagadnien fizyki teoretyczne;.
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Horaz réznicowy

lloraz réznicowy wyrazony zaleznos$cig 11.3 geometrycznie stanowi wspolczynnik kierunkowy
siecznej dwoch punktow na wykresie funkcji f(t), punktow o wspotrzgdnych: [t, f(t)] oraz [t+At,
f(t+At)] (rys. 11.2).
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Rys. 11.2. Graficzna interpretacja ilorazu réznicowego a.
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Pochodna

Pochodna stanowi granice¢ ilorazu réznicowego przy At—0 i jest wyrazona zaleznoscig 11.4. Jej
geometryczny wyraz to wspotczynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkceji f(t) (rys. 11.4).
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Rys. 11.3. Graficzna interpretacja pochodnej y’.

o= lim A% _ jjm FE+AD = F(0) (11.2)
At—0 At A0 At

W kinematyce ilorazem réznicowym jest np. szybkos$¢ $rednia, a pochodng — szybkos$¢.
Przyktady pochodnych funkcji elementarnych:
(at"y =ant"?
(sint)’ = cost
(cost)’ = -sint
(Int)'=¢$
(e =¢
Nalezy pamie¢ta¢ o nastepujacych zasadach:

Pochodna sumy (r6znicy) dwdch funkcji to suma (réznica) pochodnych.
Pochodna iloczynu funkcji f oraz funkcji g: (f-g)’=f"-g+f-g’
Pochodna ilorazu funkcji f oraz funkcji g: (f/g)’=(f’-g - f-g") /g



Pochodna funkcji ztozonej [F(f(t)]” = F’-f

Calka nieoznaczona
Obliczanie catki nieoznaczonej to znajdowanie funkcji pierwotnej wzgledem rézniczkowania
(znajdowania pochodnej). Do wyniku catkowania nalezy doda¢ dowolna stala. Jedng z istotnych w
fizyce (szczegdlnie w dynamice) umiejetnosci jest identyfikacja fizykalnego znaczenia stalej
catkowania. Przyktadem catki nieoznaczonej jest szybko$¢ liczona jako calka z warto$ci wektora
przyspieszenia stycznego albo droga jako calka z szybkosci.

Przyktady catek funkcji elementarnych:

jat” dt=al™ 4+ C

niT
[tdt=mt+C
Isin(t)dt=—cost+c

fcos(t) dt=sint+C

_fetdt =e'+C

jsinztdt =I%(1—C052t) dt =...
jcosztdt :I%(1+c032t) dt =...

Nalezy pamigta¢ o zasadzie, iz catka sumy (réznicy) dwoch funkcji to suma (réznica) catek tych
funkcji, oraz o tym, iz calka z iloczynu dwoch funkcji moze by¢ policzona metoda tzw. ,,przez
czesci”.

Calka oznaczona

Calka oznaczona z funkcji f(t), czyli liczona w okre$lonych granicach od t; do t,, interpretowana
jest jako powierzchnia na wykresie tej funkcji ograniczona od gory przebiegiem funkcji, od dotu
osig odcietych, a bokdéw - prostymi t = t; od lewej oraz t = t, od prawej.
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Rys. 11.4. Interpretacja geometryczna catki oznaczone;j.

Przyktadem catki oznaczonej jest praca sity F(s) na drodze od s; do S,.



